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Olimpiada de matematic¼a
faza local¼a

Clasa a 12-a, Soluţii şi bareme

1. Pe muļtimea M = R� f3g se de�neşte legea

x � y = 3 (xy � 3x� 3y) +m;

unde m 2 R:
S¼a se determine toate valorile lui m pentru care (M; �) are structur¼a de grup.

Soluţie. Singura valoare este m = 30:Într-adev¼ar, dac¼a m = 30, atunci

x � y = 3(x� 3)(y � 3) + 3;

şi dac¼a x; y 6= 3; atunci x � y 6= 3; astfel, M este stabil¼a faţ¼a de legea dat¼a.
Asociativitatea se veri�c¼a imediat
Elementul neutru este e = 3 + 1

3 :
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pentru orice x 2M:
În �ne, pentru x 2M; �e x0 = 1

9(x�3) + 3 2M: Avem

x � x0 = 3 (x� 3) 1

9 (x� 3) + 3 =
1

3
+ 3 = e;

deci orice element din M e inversabil. Rezult¼a c¼a M este grup. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4 p)
Reciproc, �e m 6= 30 şi elementele x = 0 2M , y = m�3

9 2M; (deoarece m 6= 30): Avem

x � y = 3 (xy � 3x� 3y) +m = �9y +m = �m+ 3 +m = 3 =2M;

deci M nu poate � grup. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3 p)

2. S¼a se calculeze
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Soluţie. a) Avem Z
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. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4 p)
b) Similar,Z p
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. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3 p)

3. Fie f : R! R o funçtie care admite primitiva F: S¼a se arate c¼a
a) f este impar¼a () F este par¼a;
b) F este impar¼a =) f este par¼a.

Soluţie. a) Presupunem f impar¼a. Fie G (x) = F (x)�F (�x) ; atunci G0 (x) = f (x) + f (�x) � 0; deci
G e constant¼a. Cum G (0) = 0; rezult¼a G � 0; deci F par¼a. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(4 p)
Presupunem F par¼a, deci F (x) = F (�x) : Derivând, obţinem f (x) = �f (�x) ; deci f e impar¼a. . . (2 p)
b) Avem F (x) = �F (�x) ; de unde, prin derivare, f (x) = f (�x) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1 p)


